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ΑΣΚΗΣΗ 52 

Έστω συνάρτηση 𝑓:ℝ → ℝ για την οποία 

• Η ευθεία 𝑦 = 2𝑥 + 1 εφάπτεται στη 𝐶𝑓  στο σημείο με τετμημένη x = 0 

• 𝑓΄΄(𝑥) + 𝑓(𝑥) = 2𝑒𝑥 + 𝑥 για κάθε 𝑥 ∈ ℝ 

Έστω συνάρτηση 𝛷(𝑥) = [𝑓΄(𝑥) − 𝑒𝑥 − 1]2 + [𝑓(𝑥) − 𝑒𝑥 − 𝑥]2 , 𝑥 ∈ ℝ 

1) Να αποδείξετε ότι 𝛷(𝑥) είναι σταθερή συνάρτηση και να βρείτε τη 𝛷(𝑥) 

2) Να αποδείξετε ότι 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 + 𝑥 , 𝑥 ∈ ℝ 

3) Να μελετήσετε την 𝑓 ως προς τη μονοτονία  

4) Να μελετήσετε την 𝑓 ως προς τα κοίλα 

5) Να βρείτε τις ασύμπτωτες της 𝐶𝑓  και να δείξετε ότι η 𝑓 έχει μοναδική 

ρίζα στο (−1,0) 

6) Να σχεδιάσετε τη συνάρτηση 𝑔(𝑥) = 𝑒𝑥 + 𝑥 − 1 

7) Να υπολογίσετε το όριο 

lim
𝑥→0

𝜂𝜇 (𝑥 +
𝜋
4
)

𝑥𝑒𝑥 + 𝑥2 − 𝑥
 

8) Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη 𝐶𝑔 , τον 

άξονα 𝑥΄𝑥 και τις ευθείες 𝑥 = −1 και 𝑥 = 1 

9) Να εξετάσετε εάν η συνάρτηση ℎ(𝑥) = √𝑔(𝑥) είναι παραγωγίσιμη στο 

𝑥0 = 0 

10) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑔 αντιστρέφεται και να βρείτε το πεδίο 

ορισμού της 𝑔−1 

i) Να βρείτε για ποια x  η γραφική παράσταση της 𝑔−1 βρίσκεται 

κάτω από την ευθεία 𝑦 = 𝑥 και να σχεδιάσετε τη 𝑔−1 

ii) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου Ω που περικλείεται από 

τη γραφική παράσταση της 𝑔−1 , την ευθεία 𝑦 = 𝑥 και τις ευθείες 

𝑥 = 0 και 𝑥 = 𝑒 

11) Να υπολογίσετε το όριο lim
𝑥→+∞

(𝑓(𝑥) ∙ 𝜂𝜇
1

𝑓(𝑥)
) 

12) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα ∫ 𝑓(𝑥) ∙ 𝜂𝜇𝑥𝑑𝑥
𝜋

𝜊
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Ενδεικτική Λύση 

 

1) Η συνάρτηση 𝛷(𝑥) είναι παραγωγίσιμη ως πράξεις παραγωγίσιμων 

συναρτήσεων τότε 

𝛷΄(𝑥) = 2[𝑓΄(𝑥) − 𝑒𝑥 − 1] ∙ [𝑓΄΄(𝑥) − 𝑒𝑥] + 2[𝑓(𝑥) − 𝑒𝑥 − 𝑥] ∙ [𝑓΄(𝑥) − 𝑒𝑥 − 1] 

= 2[𝑓΄(𝑥) − 𝑒𝑥 − 1] ∙ [𝑓΄΄(𝑥) + 𝑓΄(𝑥) − 2𝑒𝑥 − 1] = 0 

επειδή Φ(𝑥) συνεχής στο ℝ και 𝛷΄(𝑥) = 0 για κάθε 𝑥 ∈ ℝ τότε ισχύει 𝛷(𝑥) = 𝑐 

για 𝑥 = 0 τότε 𝑐 = 0 διότι για να εφάπτεται η 𝑦 = 2𝑥 + 1  στη 𝐶𝑓  στο σημείο 

με τετμημένη x = 0 τότε 𝑓(0) = 2 ∙ 0 + 1 = 1 και 𝑓΄(0) = 2 

Οπότε [𝑓΄(𝑥) − 𝑒𝑥 − 1]2 + [𝑓(𝑥) − 𝑒𝑥 − 𝑥]2 = 0 άρα 𝑓΄(𝑥) − 𝑒𝑥 − 1 = 0 και 

𝑓(𝑥) − 𝑒𝑥 − 𝑥 = 0 από όπου προκύπτει 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 + 𝑥 

2) Ισχύει 𝑓΄(𝑥) = 𝑒𝑥 + 1 > 0 για κάθε 𝑥 ∈ ℝ άρα f γνησίως αύξουσα στο ℝ 

3) Ισχύει 𝑓΄΄(𝑥) = 𝑒𝑥 > 0 για κάθε 𝑥 ∈ ℝ άρα f κυρτή στο ℝ 

4) Η f δεν κατακόρυφες ασύμπτωτες ως συνεχής στο ℝ 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= +∞ και lim

𝑥→+∞
𝑓(𝑥) = +∞ δεν έχει ασύμπτωτη στο +∞ 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim
𝑥→−∞

(
𝑒𝑥

𝑥
+ 1) = 0 + 1 = 1 

lim
𝑥→−∞

(𝑓(𝑥) − 𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑒𝑥 = 0 
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Η ευθεία 𝑦 = 𝑥 είναι ασύμπτωτη της 𝐶𝑓  στο −∞ 

Η 𝑓 συνεχής στο [−1,0] και 𝑓(−1) = 𝑒−1 −

1 =
1−𝑒

𝑒
< 0 και 𝑓(0) = 𝑒0 + 0 = 1 > 0 τότε 

από θεώρημα Bolzano η f έχει 

τουλάχιστον μία ρίζα στο (−1,0). 

5) Η συνάρτηση 𝑔 προκύπτει από την 

f μετατοπισμένη μια μονάδα προς 

τα κάτω 

 

 

 

 

 

 

 

 

6) Ισχύει  

lim
𝑥→0

𝜂𝜇 (𝑥 +
𝜋
4
)

𝑥𝑒𝑥 + 𝑥2 − 𝑥
= lim
𝑥→0

𝜂𝜇 (𝑥 +
𝜋
4
)

𝑥(𝑒𝑥 + 𝑥 − 1)
= +∞ 

Για 𝑥 > 0 τότε lim
𝑥→0+

1

𝑥
= +∞ και lim

𝑥→0+

1

𝑒𝑥+𝑥−1
= +∞ (από σχήμα) και 

lim
𝑥→0+

𝜂𝜇 (𝑥 +
𝜋

4
) =

√2

2
 

Οπότε 

lim
𝑥→0+

𝜂𝜇 (𝑥 +
5𝜋
4
)

𝑥(𝑒𝑥 + 𝑥 − 1)
= +∞ 

για x<0 τότε lim
𝑥→0−

1

𝑥
= −∞ και lim

𝑥→0−

1

𝑒𝑥+𝑥−1
= −∞ (από σχήμα) και  

lim
𝑥→0−

𝜂𝜇 (𝑥 +
𝜋

4
) =

√2

2
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Οπότε 

lim
𝑥→0−

𝜂𝜇 (𝑥 +
𝜋
4
)

𝑥(𝑒𝑥 + 𝑥 − 1)
= +∞ 

 

7) Το ζητούμενο εμβαδόν είναι 𝛦 = ∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥
1

−1
 από το σχήμα παρατηρώ 

ότι 𝑓(𝑥) < 0 για −1 ≤ 𝑥 ≤ 0 και 𝑓(𝑥) > 0 για 0 ≤ 𝑥 ≤ 1 τότε 

𝛦 = ∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥 +∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥 = ∫ −𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
1

0

0

−1

1

0

0

−1

 

= ∫ (−𝑒𝑥 − 𝑥 + 1)𝑑𝑥
0

−1

+∫ (𝑒𝑥 + 𝑥 − 1)𝑑𝑥
1

0

= 

= [−𝑒𝑥 −
𝑥2

2
+ 𝑥]

−1

0

+ [𝑒𝑥 +
𝑥2

2
− 𝑥]

0

1

= 

=
𝑒2 − 𝑒 + 1

𝑒
 

8) ℎ(0) = 0 και 𝐷ℎ = [0,+∞) 

lim
𝑥→0+

ℎ(𝑥) − ℎ(0)

𝑥 − 0
= lim
𝑥→0+

√𝑒𝑥 + 𝑥 − 1

𝑥
= lim
𝑥→0+

√
𝑒𝑥 + 𝑥 − 1

𝑥2
=
√2

2
 

Διότι lim
𝑥→0+

𝑒𝑥+𝑥−1

𝑥2
=𝐷𝐿𝐻= lim

𝑥→0+

𝑒𝑥+1

2𝑥
= +∞ 

Άρα δεν είναι παραγωγίσιμη στο 0 

9) Από σχήμα η 𝑔 είναι γνησίως αύξουσα τότε 1-1 άρα αντιστρέφεται , 

επίσης 𝐷𝑓−1 = 𝑓(ℝ) = ℝ 

a. 𝑔−1(𝑥) < 𝑥
𝑔 ↗
⇔ 𝑥 < 𝑔(𝑥)

 
⇔𝑥 < 𝑒𝑥 + 𝑥 − 1

 
⇔𝑥 > 0 
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b. Από σχήμα 𝑔−1(𝑥) είναι συνεχής στο ℝ οπότε 

𝐸 = ∫ |𝑔−1(𝑥) − 𝑥|𝑑𝑥
𝑒

0

= ∫ ((𝑥 − 𝑔−1(𝑥))𝑑𝑥 = ∫ 𝑥𝑑𝑥 − ∫ 𝑔−1(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑒

0

𝑒

0

𝑒

0

 

=
𝑒2

2
−∫ 𝑔−1(𝑥)𝑑𝑥 =

𝑒

0

𝑒2 − 3

2
 

Διότι ∫ 𝑔−1(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑒

0 ∫ 𝑢 ∙ 𝑔΄(𝑢)𝑑𝑢 =
1

0

[𝑢 ∙ 𝑔(𝑢)]0
1 − ∫ 𝑔(𝑢)𝑑𝑢 =

3

2

1

0
 

Θέτω 𝑢 = 𝑔−1(𝑥)
 
⇔𝑔(𝑢) = 𝑥

 
⇒𝑔΄(𝑢)𝑑𝑢 = 𝑑𝑥 

Όταν 𝑥 = 𝑒 τότε 𝑔(𝑢) = 𝑒

 
⇔𝑔(𝑢) = 𝑔(1)

𝑔 1−1
⇔   𝑢 = 1 

Όμοια 𝑥 = 0 τότε 𝑢 = 0 
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10) Θέτω 𝑦 =
1

𝑓(𝑥)
 τότε το όριο γίνεται lim

𝑦→0

𝜂𝜇𝑦

𝑦
= 1 

Διότι όταν το x → ∞ τότε το 𝑦 → 𝑦0 με 𝑦0 = lim
𝑥→+∞

1

𝑓(𝑥)
= 0 

10) ∫ 𝑓(𝑥) ∙ 𝜂𝜇𝑥𝑑𝑥
𝜋

𝜊
= ∫ (𝑒𝑥 + 𝑥) ∙ 𝜂𝜇𝑥𝑑𝑥

𝜋

𝜊
= ∫ 𝑒𝑥 ∙ 𝜂𝜇𝑥𝑑𝑥

𝜋

𝜊
+ ∫ 𝑥 ∙ 𝜂𝜇𝑥𝑑𝑥

𝜋

𝜊
 

𝐼 = ∫ 𝑒𝑥 ∙ 𝜂𝜇𝑥𝑑𝑥
𝜋

𝜊

= ∫ (𝑒𝑥)΄ ∙ 𝜂𝜇𝑥𝑑𝑥
𝜋

𝜊

= [𝑒𝑥 ∙ 𝜂𝜇𝑥]0
𝜋 −∫ 𝑒𝑥 ∙ (𝜂𝜇𝑥)΄𝑑𝑥 =

𝜋

0

 

= 0 −∫ 𝑒𝑥 ∙ 𝜎𝜐𝜈𝑥𝑑𝑥
𝜋

0

= −∫ (𝑒𝑥)΄ ∙ 𝜎𝜐𝜈𝑥𝑑𝑥
𝜋

0

= −[𝑒𝑥 ∙ 𝜎𝜐𝜈𝑥]0
𝜋 +∫ 𝑒𝑥 ∙ (𝜎𝜐𝜈𝑥)΄𝑑𝑥 =

𝜋

0

 

= 𝑒𝜋 + 1 −∫ 𝑥 ∙ 𝜂𝜇𝑥𝑑𝑥
𝜋

𝜊

 

Οπότε 𝐼 = 𝑒𝜋 + 1 − 𝐼
 
⇔2𝐼 = 𝑒𝜋 + 1

 
⇔𝐼 =

𝑒𝜋+1

2
 

Ακόμα ∫ 𝑥 ∙ 𝜂𝜇𝑥𝑑𝑥
𝜋

𝜊
= ∫ 𝑥 ∙ (𝜎𝜐𝜈𝑥)΄𝑑𝑥 = [𝑥 ∙ 𝜎𝜐𝜈𝑥]0

𝜋 − ∫ 𝜎𝜐𝜈𝑥𝑑𝑥
𝜋

𝜊

𝜋

𝜊
=  

= −𝜋 − 0 − [𝜂𝜇𝑥]0
𝜋 = −𝜋 

Τελικά ∫ 𝑓(𝑥) ∙ 𝜂𝜇𝑥𝑑𝑥
𝜋

𝜊
=
𝑒𝜋+1

2
− 𝜋 


